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*3 先行研究 (Fanti et al. (2013))で”horizontal differentiation”と呼んでいるものを、本研究では単に「異質性」と呼ぶ。一般的
には「水平的差別化」と訳される。
























(Kaneko and Tsuda, 2011)・沸騰現象 (Yanagita and Kaneko, 1995)・生態系 (Sole´ and Valls, 1992)といっ
た様々な分野で見出されている。




















iは商品 i(のみ)を販売する。各商品 iの価格を pi、販売量を qi とする。商品の需要者として代表的消費
者を考える。代表的消費者は、商品の購入量と価値尺度財 (お金)の量から次のような効用 V を得る。
V (q1; q2;    ; qN ; y) = U(q1; q2;    ; qN ) + y (1)
y = M  
NX
i=1
qipi = M   p  q (2)
ここで、U は商品の購入量から得られる効用を表す。M は収入、y は残金を表す。p;qは価格と販売量
をそれぞれ列ベクトルで表現したものであり、は内積を表す。
各商品間には異質性がある。商品 iと j の異質性を di;j とし、 1 < di;j < 1 (i 6= j)の値をとるとす
る。di;j が十分に 1と等しいとき、iは j に対して (ほぼ)完全な代替性を持つことを意味する。これは代
表的消費者が、iと j を同時に持つことを強く避けていることを表す。di;j = 0のとき、iは j に対して
独立していることを意味する。これは代表的消費者が、iと j を同時にどれだけ持っているかを完全に気
にしないということを表す。di;j が十分に  1と等しいとき、iは j に対して (ほぼ)完全な補完性を持つ
ことを意味する。これは代表的消費者が、iと j を同時に持つことを強く欲していることを表す*5。商品
同士の異質性は対称で di;j = dj;i であり、また、iと i自身との異質性は di;i = 1とする。
商品の購入量から得られる効用 U を次のような 2次関数として表現する。






2 +   
+ 2d1;2q1q2 + 2d1;3q1q3 +   + 2d1;Nq1qN
+ 2d2;3q2q3 + 2d2;4q2q4 +   + 2d2;Nq2qN
  
+2dN 1;NqN 1qN )
= a  q  1
2
(d1;1q1q1 + d1;2q1q2 +   + d2;1q2q1 + d2;2q2q1 + d2;2q2q2 +    )




*5 di;j が大きくなるほど、商品同士が競合しあうことを意味する。一方で、di;j が小さくなるほど、商品同士が補完しあうこ
とを意味する。
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ここで、D = (di;j)は対称行列*6 であり、また、2di;j = di;j + dj;i; di;i = 1であることを式の途中で利
用した。Tは の転置を表す*7。ai は商品 iの市場需要の大きさを表すパラメータ*8であり、大きいほど、
消費者にとって人気 (需要)のある商品であることを表す。式 (3)は線形の項 (1項目)と非線形の項 (2項
目)からなり、似た商品を多く持っているほど効用が低下することを表す。
続いて、市場における需要関数を導出する。代表的消費者の効用 V を各 qi で偏微分して効用最大化問
題を解くと、各商品の逆需要関数が次のように求められる (di;i = 1より)。





p = a Dq (5)
よって、需要関数は次のベクトルとして表現される。
q = D 1(a  p) (6)
企業 iにおける商品 iの生産関数は労働に対して収穫一定、つまり qi = Li と仮定する。ここで、Li は
企業 iによって雇われている労働力である。企業 iが雇う労働力 1単位に対する費用、つまり限界費用は
wi とする。これより、企業 iの費用関数は次の線形関数で表される。
Ci(qi) = wiLi = wiqi (7)
よって、企業 iの利潤は次のようになる。
i = piqi   wiqi = (pi   wi)qi (8)
企業 iが価格 pi で販売した場合、式 (6)で計算される需要量の商品が売れる。これより、式 (8)は次の列
ベクトル  として書き直せる。
 = (diag(p)  diag(w))q
= (diag(p)  diag(w))D 1(a  p) (9)












e1;1 e1;2    e1;N





eN;1 eN;2    eN;N
1CCCA = (e1;1; e2;2;    ; eN;N )
*6 異質性を非対称 di;j 6= dj;i にした場合、d0i;j = 12 (di;j + dj;i)とすることで対称行列へ変換できる。この場合、以下でD
をD0 と置き換えることで同様の議論が行える。
*7 通常、転置行列は tのように tなどで表すが、期を表す tと紛らわしいため本論文では T で表す。





pi を各期 tにおいて調整 (変更)できる。これにより、価格以外の販売量・利潤・限界利潤といった量も
各期ごとに変化しうる。よって以下では、各期ごとに変化する量に対して、期を表す tを上付きの添字と
して付加する。例えば、t期における商品 iの価格は pti となる。
各期において各企業は、利潤を増やすために価格調整を行う。ここで仮に、すべての企業の利潤関数
に対する完全な知識を各企業が持つ場合を考えてみる。すべての企業の利潤は式 (9) によって計算され
るとする。この場合、各企業 i は、相手企業の次期 t + 1 における価格を何かしらの期待 (例えば、純
粋な期待・合理的期待・適応的期待・以前の意思決定の加重平均などによる方法) に基づいて推測する
ことができる。この予測を pe;t+1j ; (j 6= i) とすると、企業 i は、次期において価格 pt+1i が最大化問題
maxpt+1i


















+ wi (i = 1; 2;    ; N) (11)
ここで、  0は価格の調整スピードを表すパラメータで、が大きいほど調整スピードが速いことを表


































N 1    1
1CCCCCA (12)
ここで "は、(市場全体における他企業との)競合の程度を表し、値が大きいほど商品同士の競合が強い市
場であることを意味する。非対角要素の分母に N   1があるのは、各商品に対する他商品 (N   1個)と
の競合の程度を "で表すためである。
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本研究では、他商品との競合の程度 " は、商品自身との競合の程度 1 より (絶対値で見て) 小さい
と仮定した。つまり、j"j  1 とし、すべての商品 (要素) 同士が相互作用をするようにした。続いて、
市場需要を表すパラメータ ai と限界費用 wi はすべての商品 (企業) において等しいとした。つまり、
ai = a; wi = w (i = 1; 2;    ; N) と仮定した。また、企業の数を N = 10で固定した。N > 10 でも、
これらの簡略化の範囲において以下で述べる定性的結果は変わらないことが確認された (N = 50; 100で
確認済み)。以上の設定により、本研究におけるモデルのパラメータは "; a; w; の 4つのみとなった。






まず、本モデルの数値シミュレーション結果の典型例を図 1-2に示す。ここで、a = 3:0; w = 1:0と
している。また、太い黒線はナッシュ均衡価格を表す。
図 1(a)は  = 1:8; " = 0:5のときの時系列で、すべての商品の価格が 1つのクラスタとなって振動し
ているのが見て取れる。次に図 1(b)は  = 1:5; " = 1:0のときの時系列で、商品の価格が 2つのクラス
タに分かれて振動しているのが見て取れる。また図 1(c)は  = 1:8; " = 0:5のときの時系列で、すべて
の商品の価格がバラバラとなって振動しているのが見て取れる。つまり、N 個 (= 20)のクラスタに分か
れて振動している。図 1(a)・図 1(b)・図 1(c)において見られる各状態は、高次元力学系においてそれぞ
れ「コヒーレント状態」・「秩序状態」・「非同期状態」と呼ばれる。
図 2は、 = 2:0; " = 1:0のときの期間 900  t < 1000の時系列であり、多くの状態が現れているの
が見て取れる。まず、期間 919  t  923; 980  t  983の領域を見ると、商品価格が１つのクラスタと
してコヒーレント状態で振動しているのが分かる。また、期間 900  t  918; 924  t  955の領域で
は、商品価格が 2  3個のクラスタとして秩序状態で振動している。更に、期間 965  t  972の領域で









本モデルの検証により、商品同士が競合し合う市場、つまり " > 0の市場においてカオス遍歴が現れや
すいということが分かった。従って以下では、商品同士が競合し合う " > 0の市場のみについて検証を行
7
(a) コヒーレント状態の時系列で、パラメータは  = 1:8; " = 0:5。
(b) 秩序状態の時系列で、パラメータは  = 1:5; " = 1:0。
(c) 非同期状態の時系列で、パラメータは  = 2:0; " = 0:5。
図 1 本モデルにおいて現れた (a)コヒーレント (b)秩序 (c)非同期状態の各時系列 950  t < 1000。
太い黒線はナッシュ均衡価格。
8
図 2 本モデルにおいて現れた部分秩序状態の時系列 900  t < 1000。パラメータは  = 2:0; " =
1:0。太い黒線はナッシュ均衡価格。






法は、Kaneko and Tsuda (2011)の手法に従い次のように考える。まず、価格空間を十分に大きな P で分




= [P  pti]=P (13)
ここで、[]は の整数部分を取り出す関数とする。ptiP = ptjP ならば、t期において iと j は同じクラス
タに属しているとする。以上により各期 tにおけるクラスタ数 kt が求められる。また、クラスタ個数の

















(a) 平均 (b) 標準偏差
図 3 クラスタ数の (a)平均 kと (b)標準偏差 S[k]の相図。0:0  "  1:0は 0.01刻み、0:0    4:0
は 0.04 刻みで数値シミュレーションを行った。パラメータは a = 3:0; w = 1:0。式 (14-15) に従い、
T1 = 1000; T2 = 1500で算出。(a)では、kは濃い青になるほど小さく、濃い赤になるほど大きいこと
を表す。白い領域は、価格の発散によりクラスタの個数が計算できなくなった領域を表す。(b)では、




が現れるかを観察する。なお、市場需要の大きさと限界費用をそれぞれ a = 3:0; w = 1:0に固定したが、
この二つのパラメータの変化の影響は次節で述べる。
クラスタ数の平均 k を、0:0    4:0; 0:0  "  1:0のパラメータ範囲において数値シミュレーショ
ンにより算出したものが図 3(a)の相図である。この相図では、濃い青になるほど k が小さく、濃い赤に
なるほど大きいことを表す。
k = 1はクラスタ数が 1、つまりコヒーレント状態が現れる領域を表す。コヒーレント状態が現れる領
域は「コヒーレント相」と呼ばれる。この相には 2つの領域があるのが見て取れる。k = 2と k = 10の
領域に囲まれている領域 (例えば、 = 1:8; " = 0:5など)ではナッシュ均衡価格を中心とした価格変動を
する。一方で、が小さい領域 (例えば、 = 0:5など)ではナッシュ均衡価格に収束する。本研究では、
価格が (ナッシュ)均衡価格に収束する領域を他のコヒーレント相と区別するため「均衡不動相」と呼ぶ。
k が N(= 10)はクラスタ数が N、つまり非同期状態が現れる領域を表す。非同期状態が現れる領域は
「非同期相」と呼ばれる。
秩序状態や部分秩序状態については k だけでは判断できないため、クラスタ数の標準偏差 S[k]を観察
する必要がある。図 3(a)での数値シミュレーションにおけるクラスタ数の標準偏差 S[k]を算出したもの
が図 3(b)である。この相図では S[k] > 10 5 になった領域のみを図示しており、濃い青になるほど S[k]
が小さく、濃い赤になるほど大きいことを表す。コヒーレント相においては S[k]  10 5 になっており、
クラスタ数がすべての期間において一定であることが分かる。非同期相においても S[k]は非常に小さく
なっており、クラスタ数がすべての期間においてほぼ一定であることが分かる。
k = 2であった領域 (例えば、 = 1:3; " = 0:5など)では S[k]  10 5 になっており、クラスタ数がす
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(a) 市場需要が小さな場合 a = 2:0の平均 (b) 市場需要が小さな場合 a = 2:0の標準偏差
(c) 市場需要が大きな場合 a = 4:0の平均 (d) 市場需要が大きな場合 a = 4:0の標準偏差
図 4 市場需要の大きさを変化させた場合の k と S[k] による相図。0:0  "  1:0 は 0.01 刻み、




S[k]が大きな値を取る領域 (例えば、 = 2:0; " = 0:9など)はクラスタ数が大きく変動していること
を表す。この領域において、図 2において見られたような部分秩序状態、つまり、カオス遍歴が現れるこ
と分かる。部分秩序状態が現れる領域は「部分秩序相」と呼ばれる。






振幅が段々と大きくなっていくという発散的な振動過程を経る。図 3(a)における左側上部の k = 1となっている領域や、非
同期相のすぐ上にある k < 10となっている領域においても、1には発散していないが小さな値と大きな値を交互に取る振
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(a) 限界費用が小さな場合 w = 0:5の平均 (b) 限界費用が小さな場合 w = 0:5の標準偏差
(c) 限界費用が大きな場合 w = 1:5の平均 (d) 限界費用が大きな場合 w = 1:5の標準偏差
図 5 限界費用を変化させた場合の kと S[k]による相図。0:0  "  1:0は 0.01刻み、0:0    4:0
は 0.04刻みで数値シミュレーションを行った。市場需要の大きさは a = 3:0とした。他のパラメータ
設定や図の見方は図 3と同様。部分秩序相であるおおよその領域を点線四角で囲んだ。
3.2.3 「市場需要の大きさ」と「限界費用」の影響:相図分析
本節では市場需要の大きさ aと限界費用 w を変化させ、どのようなパラメータにおいてカオス遍歴が
現れるかを観察する。
まず、市場需要の大きさが小さい場合 a = 2:0と大きい場合 a = 4:0の k と S[k]を、価格調整スピー
ド と競合の程度 "による相図 4で示す。ここで、限界費用は w = 1:0に固定した。
部分秩序相であるおおよその領域を点線四角で図中に示した。部分秩序相は aの増加によって、がよ
り小さい値の範囲へと変化するが、"の値の範囲は変化しないのが見て取れる。
動過程が現れる。クラスタ数 k が小さな値になっている理由は、発散的な振動においては価格が w に非常に近い値を取りや
すいためである。この wに近い (2つの商品の)価格同士は同じクラスタに属すると判定される。よって kが小さくなる。左
側上部の k = 1となっている領域では、価格が w に非常に近い値を取ったときに、価格と w との差がコンピュータが扱え
る精度以下になったため価格が (コンピュータの数値上で)w と完全に等しい値を取るようになる。つまり、すべての商品の
価格が wと完全に等しい値を取るため k = 1となる。このように、図 3(a)-3(b)における非同期相よりも上部にある (が大
きな)領域では数値シミュレーション面で問題があり、相図から得られる知見はない。
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次に、限界費用が小さい場合 w = 0:5と大きい場合 w = 1:5の kと S[k]を同様の相図 5で示す。ここ





の出現に対して与える影響を分析した。まず、市場需要の大きさと限界費用がそれぞれ a = 3:0; w = 1:0
の場合、部分秩序相はおおよそ 1:5 <  < 2:2; 0:55 < " < 1:0の領域であった。次に、価格調整スピー
ドと競合の程度の相図における部分秩序相は、市場需要の大きさ・限界費用の変化によって、の値の範
囲が変化するが、"の値の範囲は変化しない。



























経済現象においてカオス遍歴が現れるかについて議論した研究は殆ど確認されていない (Esashi et al.,
2014)。本研究は、価格競争においてカオス遍歴が現れうるということを示した初めての研究である。
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 1:0  "  1:0の場合におけるクラスター数の平均と標準偏差の相図を、図 6に示す。相図 6の左側





(a) 平均 (b) 標準偏差
図 6 クラスター数の平均 E[k]と標準偏差 S[k]の相図。"以外のパラメータ設定や図の見方は図 3と同様。
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